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1 — INTRODUCAO

A historia das conicas se inicia na Grécia antiga. Menaechmus (350 A.C.) foi um dos pioneiros
no estudo das cénicas, estudando-as sob o ponto de vista da interseccao de cone e plano utilizando a
excentricidade. Euclides (300 A.C.) escreveu um livro sobre as se¢oes conicas que se perdeu. Apolonio
(225 A.C.) escreveu sete livros sobre as conicas, com os primeiro quatro livros baseados no de Euclides.
Apolénio criou os nomes elipse, pardbola e hipérbole (ver [Bu| p. 197-198 e [Bo]).

Kepler (1604) descobriu pela andlise de observagoes astronomicas e Newton (1670) provou ma-
tematicamente baseado na lei da gravitagdo universal, que os planetas se movem em elipses. A
Geometria antiga (aparentemente “inttil”) dos gregos se tornou a base da astronomia moderna (ver
[Cx).

O estudo moderno de cénicas fornece um belo exemplo de como mudangas de coordenadas podem
simplificar o tratamento de problemas. Mostra também como o mesmo problema pode ser abordado
de formas distintas.

2 — TRES DEFINICOES
Podemos definir as conicas de trés modos distintos: por Geometria Espacial, Plana e Analitica.

2.1. Secdes de um cone por um plano (Geometria Espacial)
ELIPSE: plano corta somente um dos ramos do cone e nao é paralelo & geratriz (forma uma figura
finita).
HIPERBOLE: plano corta os dois ramos do cone; a parte de “baixo” e de “cima” (forma uma figura
infinita).
PARABOLA: plano corta somente um dos ramos do cone e é paralelo a geratriz (forma uma figura
infinita).
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Figura 1: Segbes do Cone: Circulo, Elipse, Parébola e Hipérbole [MAO]

Exercicio 1:  Utilizando a definicao acima, como obter as conicas degeneradas (observe a
Figura 1):
(a) Um ponto; (b) Duas retas; (c) Uma reta;

(d) Conjunto vazio; Dica: considere um cone degenerado em reta.
(e) Todo o plano;  Dica: considere um cone degenerado em plano.

2.2. Lugar geométrico (Geometria Plana)
ELIPSE: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias até dois pontos F; e Fy é



constante.
HIPERBOLE: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenca, em valor absoluto, das distancias
até dois pontos I} e F5 é constante.
PARABOLA: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia até um ponto F é igual a distancia
até uma reta r.
Seja IT um plano, d(P, Q) a distancia entre os pontos P,Q € Il e d(P,r) a distancia entre o ponto
P e areta r. Com esta notacao:
ELIPSE = {P € 1I; d(P, F1) + d(P, Fy) = C}
HIPERBOLE = {P € 1I; |d(P, F\) — d(P, F»)| = C}
PARABOLA = {P €1I; d(P,F) = d(P,7)}
Exercicio 2: Utilizando a definicdo acima, como obter as conicas degeneradas:
(a) Conjunto vazio. (b) Um ponto.  Dica: Elipse.
(c) Uma reta.  Dica: Parabola. (d) Todo o plano.  Dica: hipérbole.

2.3. Solugoes de equagao polinomial do segundo grau (Geometria Analitica)
CONICA = {(z,y) € R? tais que az® + bxy + cy®> + dx + ey + f = 0}.
A classificagao das solugoes deste polindmio do segundo grau em z e y é feita em dois estagios:
eliminagao de bxy (por rotacao) e dos termos lineares (por translagao).
Exercicio 3: Considere a(2? + y?) +dz +ey + f = 0 com a # 0.
(a) Prove que representa uma circunferéncia se, e somente se, d + e > 4af.

(b) Determine centro e raio.  R: centro C(—d/(2a),—e/(2a)) e raio r = \/d? + €2 — 4af/2|al.

2.3.1 Eliminacao de bxy. Fazemos isto rodando o sistema de coordenadas por um angulo 6
escolhido adequadamente. Para isto introduzimos novas variaveis (z,y), definidas por:

T =uxzcosf +ysenb, .. x cosf senf x
~ ou, matricialmente, _ | = .
y = —xsenf + ycosb, Y —senf cos6 Y

Como (uma matriz é a inversa da outra — verifique!)

cosf senf cos —sent | |1 O
—senf cosf sen 6 cosf | |0 1|’

multiplicando pela inversa dos dois lados temos que

x | | cosf —send T
y | | sen®  cosf 7|
Agora substituimos = = cos@Z —senfy, y =senfz+cosfy na equacio ax? 4 bxy +y? e podemos

zerar o termo em Ty se (exercicio) tomarmos 6 tal que tan(20) = b/(a — ¢). Apos esta mudanca de
coordenadas a equagao se transformara em:

8

AP+ CP +diT+ ey + fL=0.

Note que se A ou C for zero obtemos a equagao de uma parabola.

Exercicio 4:
(a) Prove que a matriz acima representa uma rotagao;
(b) Faga a troca de variaveis acima e prove que o termo misto zy desaparece se tan(26) = b/(a — ¢);
(c) Se a = c terfamos que ter tan(20) = +oo. Isto serd verdade se 20 = 90° e portanto 6 = 45°.
Isto pode ser verificado diretamente. Mude coordenadas de az? + bxy + ay? (a = ¢!) tomando
r=+2/2(x - %), y=+2/2(Z+7y) emostre que o termo misto Ty desaparece.
(d) Observe que o angulo de rota¢do ndo é unico pois pedimos apenas que tan(20) = C. Quantos
angulos distintos podem ser utilizados? Qual a relagio entre esses angulos? Pense algebricamente (em
termos de km + ---) e geometricamente (circulo trigonométrico). Como isto afetara a transformagao
acima?
(e) Prove que 4ac — b* = 4AC.



Exercicio 5: Como obter os coeficientes da matriz de rotacao?
(a) Defina k = b/(a — ¢). Prove que (cos(26))? = 1/(k* + 1);
(b) Agora temos que fixar um (dos 4 valores possiveis) para . Restringindo 26 ao primeiro (se k > 0)
e quarto quadrante (se k < 0), vamos ter que —m/4 < § < w/4. Nos dois casos podemos fixar cos > 0
e somente variar o sinal de seno. Nestas condicoes prove que

cos(20) =1/\/k*>+1 com k=10b/(a—c).
Assim fixe
1 la — |

\/k‘2+1 Vb2 + (a —c)?
1-m 1+m
sen(f) =/ —— cos(f) = | ——.
2
1-m 1+m
sen(f -\ cos(# :”T'

Exercicio 6: Suponha que b> — 4ac = 0.
(a) Mostre que a e ¢ possuem o mesmo sinal (ambos positivos ou ambos negativos).
(b) Vamos assumir daqui em diante que a e ¢ sdo positivos, pois caso contrario basta multiplicar a
equagao por —1. Mostre que se k > 0 (ou seja, se b > 0), senf = /c/(a+c¢) e cosf = y/a/(a+c) e
se k <0 (ou seja, se b < 0), senf = —\/c/(a+c¢) e cost = +/a/(a+ c).
(c) Prove que os termos do segundo grau az? + bxy + cy? formam um quadrado perfeito.
(d) Utilize o item (b) diretamente (sem utilizar o item (a)) e introduza novas variéveis ¥ e y tais que
a equagdo se transforme em Az? + DT + Ey+ F =0. Dica: 7 = (vaz + v/cy)/va+c (se b > 0)
ou T = (—v/azx +/cy)/va+c (se b <0).
(e) Discuta as possibilidades quando d = e =0. R: Continua uma parabola.
(f) Discuta as possibilidades quando D = E = 0. R: Dependendo do sinal de F, vazio, duas retas
paralelas ou uma reta passando na origem.

= cos(20) =

Se k > 0 prove que

Se k < 0 prove que

2.3.2 Eliminacao de d;X e e1y. Complete o quadrado e obtenha uma equagao da forma:
AT —20)? +CH—y)>=F ou AT —z0)>+eiy=F ou d1Zz+C({H—y)*=F.

Transladamos os eixos introduzindo as varidaveis X =  —xg e Y = ¥y — yp, sendo que no caso de
parabola tomamos X =z ou Y = . Obtemos

AX?4+C0Y%2=F ou AX’+e,Y=F ou 41X +CY?%=

que pode ser classificada, desprezando os casos degenerados (reta(s), ponto, vazio) pelos sinais de A
e C:
ELIPSE (A - C > 0) sinais iguais, ambos positivos ou ambos negativos;
HIPERBOLE (A - C < 0) sinais distintos, um positivo e outro negativo;
PARABOLA (A - C = 0) um dos sinais igual a zero.

Observacao: Pelo sinal do chamado discriminante b? — 4ac, que é igual a —4AC por exercicio
anterior, podemos classificar a coénica sem necessidade de rodar os eixos explicitamente.

Mais adiante provaremos que y = az? + ¢ ¢ uma parabola, (x/a)? + (y/b)? = 1 é uma elipse e
(z/a)? — (y/b)? = 1 ¢ um hipérbole. Estas equacdes sio chamadas de formas canénicas (padrdo) das
coOnicas.

Exercicio 7: Escreva, utilizando as formas canonicas, equagoes para as conicas degeneradas:
(a) Conjunto vazio; (b) Um ponto; (c) Uma reta; (d) Todo o plano;
(e) Um par de retas paralelas; (f) Um par de retas concorrentes.

Exercicio 8: Prove que o grafico de grandezas inversamente proporcionais é uma hipérbole.

Exercicio 9: Troque varidveis e classifique as conicas abaixo: Usando o maxima pode-se trocar
varidveis adaptando os comandos abaixo:



kill(all);

senn: sqrt(2)/2;

coss: sqrt(l-senn~2);

x: coss*xX - senn*Y;

y: senn*X + coss*Y;

expand (5*x~2 - 6*x*y + b¥xy~2 - 1);

Y2 +2zy —2y+ 22 +2x=0. R: A pardbola X2 = /2Y.

)3y +22xy+322+2=0. R: O conjunto vazio 2X? +Y?2 +1 = 0.

c) 5y’ —6xy+522—-1=0. R:A elipse 8Y? +2X2% = 1.

d)2zy+4Z =0. R:Duasretas (X +1)2= (Y +1)? (retas X =Y e X = -Y — 2).

(a

(b

(

(@ 22y -+ 45

() 22y +2y+2x+1=0. R:A hipérbole (X ++2)2 -Y?2 =1.

(f) 7y? =482y — 722 =0. R: Duas retas Y? = X? (retas Y = +X) (sen6 = 3/5).

(g) 8y> —4zy+522=1. R:Aelipse 4X2 +9Y2 =1 (senf = \/5/5).

(2) 32 +2V3xy+6y+522+6vV3x+4=0. R:Aelipse3(X +1)2+Y2=1 (senf =1/2).

(h) —9y? —24xy+4y — 1622 =32. R: A pardbola Y = 5X? (senf = 3/5).

(i) 5y? — 14y +522—2x+5=0. R:Aelipse (X —1)2+ (Y —1)2=1 (senf = 3/5).
Exercicio 10: Vamos determinar sob que condi¢des o polindémio P(x,y) = ax? + bry + cy? é

sempre positivo, ou seja, quando P(x,y) > 0 para todo x,y € R\{0}. Dizemos neste caso que P(x,y)

¢ uma forma quadratica positivo definida.

(a) Elimine bzy e mostre que ela é positivo definida se b*> — 4ac < 0 e a > 0 (ou ¢ > 0).

(b) Determine condig¢oes para que ela seja indefinida, i.e., nem positiva nem negativa.

(c) Faca os itens anteriores da seguinte forma. Fatore P(z,y) = z%(a + b(y/x) + c(y/x)?). Defina

w=y/z, g(w) = a+ bw + cw? e estude o sinal da fungdo g.

3 — APLICACOES PRATICAS

Muitas aplicacoes sdo baseadas nas propriedades focais das conicas (Figura 2):
(a) Elipse e Hipérbole: um raio que passe por um foco, apos reflexdo prosseguira numa reta que passa
pelo outro foco;
(b) Parabola: um raio que passe pelo foco apos reflexdo sera perpendicular & reta diretriz (e vice-
versa).

Figura 2: Propriedades focais da parabola, elipse e hipérbole [MAO]

Note que embora seja necessirio o conceito de limite para definir a reflexdo de raios de luz em
espelhos curvos, pode-se provar com Geometria Sintética (vide Se¢ao 10) estes resultados.

3.1 Elipse: Galeria sussurrante no capitélio em Washington DC e na Catedral de Sao Paulo
em Roma; tratamento de pedra nos rins (litotripsia): pedra num dos focos e ondas sonoras de alta
intensidade. Luminéria de dentista, que concentra luz no dente e evita que ofusque o paciente.
Trajetorias dos planetas e cometas em torno do sol; Utilizando geometria analitica veremos mais
adiante porque surgem elipses no copo d’4gua e no bambolé da Figura 3.

3.2 Parabola: Antena parabdlica (vide Figura 5), farol dos carros, lanternas, radio telescopio,
escuta secreta. Trajetoria de projéteis (Galileu demonstrou isto, vide Figura 4). Trajetoria da agua
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Figura 3: Aplicacoes da Elipse (copo e bambolé [Br|; litotripsia [Fr|; érbita [MAO])

num bebedouro (Figura 4) e o salto de um golfinho (Figura 4). Espelho parabolico (ver [Kl] p. 272
para mexer luz no foco), transmissao de sinais (pode ser visto no parque da ciéncia da Fundacao
Osvaldo Cruz do Rio de Janeiro, para transmitir voz).

Figura 4: Aplicagoes da Parabola [Br|

3.3 Hipérbole: Zona de escuta do barulho emitido por um avido subsonico, pois a intersec¢io
do cone de som com o solo forma uma hipérbole (vide Figura 5). Difusao da luz em luminarias de
iluminagao publica. Lentes do telescopio de Cassegrain (vide Figura 5). Luz de abajur na parede
(vide Figura 5 e [Cal).
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Figura 5: Aplicagoes da Hipérbole 1 (aviao e lapis de [Br|; abajur [LAB]J; telescopio [MAO|)

Exercicio 11: Onde e porque surge uma hipérbole no lapis da Figura 57

Exercicio 12: Porque a sombra do abajur na parede (vide Figura 5) é uma hipérbole?

Uma aplicacao militar é o LORAN — Long Range Navigation: Duas estacoes de radio transmitem
simultaneamente sinais para um barco ou avido. Diferenca de tempo localiza ramo de parabola. Com
uma terceira estacao pode-se calcular intersecao das duas parabolas.

Torre de refrigeracao de usina de energia (termoelétricas e nucleares) necessita dissipar muito
calor e para isto deve ser construida com material forte. Partindo de um cilindro, cujas laterais sao
formadas por arames, rodando uma das bases, obtemos um hiperboloide de revolugao (uma superficie
quadrica cujos corte formam hipérboles) cujas laterais sdo segmentos de retas que podem ser feitos
de barra de ago, formando uma estrutura bastante resistente (vide Figura 6).



Figura 6: Aplicagoes da Hipérbole 2: torre de refrigeracao [LAB]

4 — FORMAS CANONICAS SAO CONICAS

4.1 Parabola: Porque y = aX? 4 ¢ é uma parabola (para a # 0) ?
Se definirmos Y =y — ¢ e p = 1/(4a) e substituirmos na equacao acima obtemos

X? = 4pY.
Como (Y + p)? — (Y — p)? = 4pY’, obtemos que X2 = 4pY = (Y + p)? — (Y — p)%. Logo
X2+ (Y —p)* = (Y +p)*

Denotando P = (X,Y) e definindo o foco F' = (0,p) e a reta diretriz r por Y = —p, esta equagao
é equivalente a d(P,r) = d(P,F). Note que nessas coordenadas o vértice é (X,Y) = (0,0). Nas
aplicacoes basta saber o foco, vértice e diretriz da equacao simplificada X2 = 4pY ou, de forma
equivalente, Y = aX? com p = 1/(4a).

4.2 Elipse: Porque (z/a)? + (y/b)? = 1 ¢ uma elipse ?
Assuma, sem perda de generalidade, que a > b e defina ¢ = a? — b>. Multiplicando a equacdo por
a®b? obtemos b?z?% + a%y? = a?b?. Substituindo b = a? — ¢? obtemos (a? — c?)2? + a%y? = a?(a® — ?).
Multiplicando os termos e rearrumando obtemos a’z? 4 a?c? + a?y? = c?2% + a*. Somando 2a%cx em
ambos os lados podemos reescrever como (cx +a?)? = a?((z + ¢)? 4+ y?). Tirando a raiz quadrada em
ambos os lados obtemos cz+a? = ay/(z + ¢)? + y2. Observe que 4cx = (z+c)? — (x—c)?. Portanto se
multiplicarmos ambos os lados por 4 e utilizarmos esta relagio obtemos (z+¢)? —4a+\/(x + ¢)2 + y2+
4a? = (z—c)?. Somando y? em ambos os lados, (z+¢)?+y% —4a/(z + ¢)2 + y2 +4a® = (x—c)? +y>.
Portanto chegamos a equacio: (2a — \/(x + ¢)2 +y2)? = (x — ¢)? + %2. Tirando a raiz quadrada em
ambos os lados e rearrumando obtemos +/(z — ¢)2 +y2 + \/(z + ¢)2 + y2 = 2a. Se denotarmos os
focos F1 = (¢,0), Fo = (—¢,0) e P = (z,y) esta equacao é equivalente a d(P, F1) + d(P, F») = 2a.

Exercicio 13: Seguindo [Av], observe que provamos que se um ponto satisfaz a equacio (x/a)?+
(y/b)? = 1 entdo este ponto pertence a elipse. Para mostrar a volta temos que tomar cuidado pois
k = [ implica que k? = [?, mas a reciproca nido é verdadeira. Porém se k,l > 0 entdo k = [ é
equivalente a k*> = [?. Prove utilizando a deducido acima que todo ponto da elipse satisfaz esta
equagao (a reciproca).

4.3 Hipérbole: Porque (z/a)? — (y/b)? = 1 é um hipérbole ?
Defina ¢? = a? + b%. Substituindo e fazendo operacdes semelhantes ao da elipse obtemos a equacio
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.

Exercicio 14:
(a) Prove que se a > b a localizacio dos focos da elipse (z/a)? + (y/b)? = 1 serd em (—c,0), (c,0)
com ¢ = a? — b2,  Dica: Assumindo que os focos estdo no eixo-x, estude os pontos extremos da
elipse, quando « = 0 e quando y = 0.
(b) Prove que a localizacio dos focos da hipérbole (z/a)? — (y/b)? = 1 sera em (—c,0), (c,0) com
2 =a®>+1b%.  Dica: Veja dica do item anterior.




(¢) Na equacdo da hipérbole (z/a)? — (y/b)? = 1 escreva y em funcio de x e determine as retas que
se aproximam dela para x grande, as chamadas assintotas.  Dica: para x grande, Va2 + a =~ |z|.
(d) Na equacio da parabola y = ax?, sabendo que o foco esta no eixo-y e que a reta diretriz é paralela
ao eixo-x, determine diretamente (sem usar o que foi desenvolvido no texto) o foco e a reta diretriz
em funcao de a.

Exercicio 15: Para cada uma das conicas abaixo, determine o foco (ou focos), reta diretriz (se
for parébola) e assintotas (se for hipérbole).  Dica: Transforme na equagao padrao apos translagao
e/ou rota(;éo de eixos.

(a) 2z = y? + 8y +22. R: pardbola, F'(7/2,—4), v =5/2.

(b) 4w + y =16. R: elipse, F/(0,42V/3).

(c) y — 22 =4. R: hipérbole, F(0,4+2v?2), y = .

(d) 2 = 4y — 2%, R elipse, F(£1,1).

(e) 9w2 — 18z +4y? = 27.  R: elipse, F(1,+V5).

(f) 2% + 42 +28 = 8y.  R: parabola, F'(—2,5), y = 1.

(g) y + 2y =422 + 3.  R: hipérbole, F(0,—1++/5), y +1 = +2z.

(h) 32 + 2y + 122 +25=0. R: pardbola, F(—5,—1), x = 1.

(i) 2y — 4y +122 +8=0. R: hipérbole, F(2+/15,1), y = 1 + 6/2(z — 2).

Exercicio 16: Encontre uma equacao para a conica que satisfaca as condicoes abaixo:
(a) pardbola: vértice (0,0); foco (0,—2). R: x? = —8y.
(b) parébola: foco (—4,0); diretriz x = 2. R: y? = —12(z + 1).
(c) elipse: focos (42, 0); vértices (£5,0). R: 2%/25 +y?/21 = 1.
(d) elipse: focos (0,2) e (0,6); vértices (0,0) e (0,8). R: 22/12+ (y — 4)?/16 = 1.
(e) hipérbole: focos (0,43); vértices (0,£1). R:y? —22/8 = 1.
(f) hipérbole: focos (1,3) e (7,3); vértices (2,3) e (6,3). R: (z—4)2/4— (y—3)?/5=1.
() hipérbole: vértices (+3,0); assintotas y = £2x.  R: 22/9 — y?/36 = 1.

Exercicio 17:
(a) Verifique que z(t) = acost e y(t) = bsent é a equagdo paramétrica de uma elipse.
(b) Verifique que x(t) = acosht e y(t) = bsenht é a equagdo paramétrica da hipérbole (justificando
o nome das fungdes seno e cosseno hiperbolico), onde cosht = (e! +e7!)/2 e senht = (! —e™!)/2

5 — INTERSECCAO DE CONE cOM PLANO GERA CONICA

5.1. Equacao do Cone

Vamos deduzir a equacao do cone. Dado um cone qualquer introduzimos o seguinte sistema de
coordenadas: O eixo-z serd o eixo de simetria do cone, a origem o vértice do cone e o plano z-y
perpendicular ao eixo-z.

Cortando o cone com um plano paralelo ao plano z-y obtemos um circulo de raio r. Dado um
ponto (x,y) deste circulo, pelo Teorema de Pitagoras o raio r = /22 4+ y2? (veja Figura 7). Como a
coordenada z deste ponto é diretamente proporcional a r pelo exercicio abaixo, temos que z = ar.

Portanto 22 = o?r? = o?(2% + y?). Logo a equagdo do cone é: 22 = o?(z? + ?).

Exercicio 18: Utilizando semelhanca de triangulo prove que z = ar.

Exercicio 19:
(a) Como obter uma reta (cone degenerado) igual ao eixo-z?  R: Quando o — oo temos que
r/z=1/a — 0, o que implica r = 0. Logo 2% + y? = 0 o que implica em z =0 e y = 0.
(b) Como obter o plano x-y (cone degenerado)?  R: Quando o — 0 temos que z/r = a — 0, o que
implica z = 0, o plano z-y.
(c) Para estes dois casos imagine geometricamente um cone se transformando em uma reta e depois
em um plano (num caso o cone aumenta de tamanho e no outro diminui).



(X,y)

Figura 7: Dedugao da Equagao do Cone

Exercicio 20: Porque observamos uma elipse no bambolé da Figura 37  Dica: Utilize a equacao
do circulo 22 +y? = ¢? e rode sistema de coordenadas com (z,y, z) = (X,cos Y +sen0Z, —sen Y +
cos0Z) e intercepte com o plano Z = 0.

Exercicio 21: Porque observamos uma elipse no copo d’dgua da Figura 37  Dica: Utilize
equacdo do cilindro 22 + y? = ¢? e exercicio anterior.

5.2. Gerando circulo, elipse, hipérbole, parabola

Para esta parte considere & = 1, de modo que a equacio do cone aqui serd: 22 = x2 +y2. Observe
novamente a Figura 1 para ver os planos cortando o cone.

CIRCULO: considere o plano z = 3. Logo obtemos z% +4? = 32, a equacio do circulo de raio |A|.

HIPERBOLE: considere o plano x = 3. Logo obtemos (z/8)? — (y/3)? = 1, a equacdo de uma
hipérbole.

PARABOLA: considere o plano x — z = 3. Logo obtemos z = —(y2/(28) + 3/2), a equacdo de
uma parabola.

ELIPSE: considere o plano = 2z + 1 (ou de forma mais geral © = vz + 8 com |3| < |y]). Logo

obtemos
(5) () =

Exercicio 22: O que acontece com o caso geral, quando o plano é z =~vz+ [ 7

Observacao: O fato que intersecgdo de cone com plano gera conica é um caso particular do fato
que a intersecgdo de uma quadrica (elipsoide, paraboloide hiperbdlico, hiperboloide de uma folha,
cilindro, cone, etc.) com plano gera conica. A demonstracao é uma simples adaptacao da que foi feita
acima.

a equacao de uma elipse.

5.3. Cortando o cone com um plano arbitrario

Um plano arbitrario é dado por ax + by + cz +d = 0. Sem perda de generalidade assumimos que
a =1 (porque 7) e trocamos os sinais: © — by — cz — d = 0. Logo x = by + ¢z + d. Substituindo na
equacao do cone obtemos:

(14 02)y? + 2bca’yz + (o — 1)22 + 202d(by + cz) + ?d*> = 0.

Esta é uma equacao quadratica em yz (polinomio do segundo grau), que é a equagao geral das conicas.
Portanto a intersec¢do de um plano e um cone gera uma conica.

6 — EXCENTRICIDADE E UMA DEFINICAO GEOMETRICA UNIFICADA

Podemos definir através da. Geometria sintética, de forma unificada, todas as conicas.
CONICA: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja razao entre a distancia até um ponto F e a
distancia até uma reta r é igual a uma constante.



Se denotarmos esta constante por e (chamada de excentricidade), podemos redefinir:
CONICA = {P €1II; d(P,F) = e-d(P,r)}

Se introduzirmos um sistema de coordenadas tal que a reta r vire o eixo y e F' = (p,0), a equacao
acima se transforma em /(z — p)? + y2 = ev22. Elevando ao quadrado ambos os lados obtemos

(1—eHa? —2pz +y* +p* = 0.
Para e = 1 obtemos uma parabola. Para e # 1, completando o quadrado, obtemos (verifique !):

(.’E - lfpe2 )2 y2
T A ey

Como o sinal do termo em y depende do sinal de 1 — €2, concluimos que se e < 1 temos uma elipse e

=1.

se e > 1 uma hipérbole.

Figura 8: Excentricidade: elipse (e = 1/2), pardbola (e = 1) e hipérbole (e = 2) [Wi]

Exercicio 23:
(a) Prove que F' = (p,0) é um dos focos da conica (elipse ou hipérbole);
(a) Prove que e = c¢/a.

Exercicio 24: Como podemos obter um circulo na defini¢ao acima?

Exercicio 25: Note que trés definicoes utilizam a Geometria Sintética e que a outra utiliza
Geometria Analitica.
(a) Quais sdo as vantagens e desvantagens?
(b) Qual a mais elegante?
(c) Questao filosofica: “Qual o melhor método: Geometria analitica ou Geometria Sintética ?” (ver
[Bal)

a
(d) Sao todas equivalentes entre si?

7 — DESENHANDO (ESBOGANDO) CONICAS cOM REGUA E COMPASSO

7.1 Elipse: ([Fi] p. 380)
1. Tracar segmento AB e marcar os dois focos F} e F tais que [\ F, < AB.
2. Dividir segmento AB em intervalos com pontos P; € AB.
3. Para cada ponto P, tracar um circulo de raio AP; centrado em Fj e um circulo de raio P,B
centrado em F5. Os pontos de intersecciao destes circulos, se existirem, fazem parte da elipse.

Exercicio 26:
(a) Porque este pontos fazem parte da elipse ?



(b) Para quais pontos P; marcados a intersecgao dos circulos correspondente sera vazia ?
R: A—R < (E— FlFQ)/Q e BP, < (E— FlFQ)/Q

7.2 Hipérbole: ([Fi] p. 397) L
1. Tracar segmento AB e marcar os dois focos Fy e Fj tais que F1 Fy > AB.
—

2. Marcar pontos P; fora do segmento AB, na semirreta AB.
3. Para cada ponto P;, tracar um circulo de raio AP; centrado em F; e um circulo de raio BPF,
centrado em Fy. Os pontos de interseccido destes circulos, se existirem, fazem parte da hipérbole.

Exercicio 27:
(a) Porque este pontos fazem parte da hipérbole ?
(b) Para quais pontos P; marcados a intersecgao dos circulos correspondente serd vazia ?
R: AP, < (FiF> — AB)/2 e BP; < (Fi1F> — AB))/2.

7.3 Parabola: ([Fi] p. 408)
1. Marcar foco F' e reta diretriz r.
2. Tracar uma perpendicular a reta r passando por F', o eixo da parabola. Marcar A, o ponto de

interseccao do eixo da pardbola com r.
—

3. Marcar pontos P; no eixo da parabola na semirreta AF.
4. Para cada ponto P;, tracar uma paralela a r passando por P, e um circulo de raio AP; centrado
em F. Os pontos de intersec¢ao da reta e do circulo, se existirem, fazem parte da parabola.

Exercicio 28:
(a) Porque este pontos fazem parte da parabola 7
(b) Para quais pontos P; marcados a interseccao serd vazia 7 R: AP; < (AF)/2.

Exercicio 29: Esboce cada uma das conicas num papel seguindo o procedimento descrito acima.

8 — DESENHADO (ESBOGANDO) CONICAS COM DOBRADURAS

Nas construgoes a seguir cada dobra gera uma reta. As conicas sdo esbogadas como o “envelope”
deste conjunto de retas obtidas a partir de cada dobra. Cada reta é tangente & conica.

8.1 Parabola:

Tracar reta diretriz 7.

Marcar pontos P; equiespacados em r e numera-los.
Na frente e verso do papel marcar o foco F.

Dobrar o papel fazendo coincidir F' com os pontos P;.

8.2 Elipse:

Tracar uma circunferéncia C.

Marcar pontos P; equiespacados em C' e numera-los.

Na frente e verso do papel marcar um ponto F' dentro de C.
Dobrar o papel fazendo coincidir F' com os pontos P;.

8.3 Hipérbole:

Tracar uma circunferéncia C.

Marcar pontos P; equiespacados em C' e numera-los.

Na frente e verso do papel marcar um ponto F' fora de C.

Dobrar o papel fazendo coincidir F' com os pontos P;.

Na elipse e na hipérbole os focos sao os pontos F' e O, onde O é o centro da circunferéncia C.
O raio r da circunferéncia C' ¢ a constante da equacdo da elipse/hipérbole: |d(P,O) £ d(P, F)| = r.
Observe que na parabola a circunferéncia C' se transforma na reta diretriz r, que pode ser pensado
como um circulo com raio r = oo.

W= W=

W=

Exercicio 30: Esboce cada uma das conicas num papel utilizando dobraduras seguindo o
procedimento descrito acima.

Exercicio 31:
(a) Depois de esbogar uma elipse dobrando uma folha de papel, verifique que pontos equiespacados

10



nao sdo a melhor opgdo para se obter um bom esbogo de elipse. Onde os pontos devem ser mais
densos para se obter um melhor esbogo ?

(b) O que ocorre na construcao da elipse se F' esta no centro da circunferéncia?

(c) O que obtemos se F' pertence a circunferéncia?

Exercicio 32: Prove que o lugar geométrico dos pontos equidistantes a circunferéncia e um
ponto F é:
(a) Uma elipse se F' pertence ao interior da circunferéncia;
(b) Uma hipérbole se F' pertence ao exterior da circunferéncia.

Exercicio 33: Podemos esbocar uma elipse com barbante e alfinete. Prenda uma folha de papel
numa placa de isopor com durex. Prenda dois alfinetes (os focos) na folha e amarre cada ponta de
um barbante nos alfinetes. Com um lapis estique o barbante e movimente o lapis com o barbante
sempre esticado, marcando pontos na folha de papel. Prove que a curva marcada é uma elipse.

9 — METAMORFOSES

Aqui nesta se¢do queremos observar como uma conica pode se transformar em outra. Estas me-
tamorfoses (transformagdes) podem ser vistas analiticamente ou pensando na modificacao da posic¢ao
relativa entre o plano e cone, com plano cortando o cone.

9.1 Elipse — Circulo: Quando os dois focos se transformam em um tnico ponto.

9.2 Elipse — Parabola: Quando um foco vai para o infinito (ver [Fi] p. 410). Considere

y = 22 + €?y?. Esta equacdo pode ser reescrita como:

() + () -

Esta equacio representa uma elipse de semi-eixo-x = 1/(2|e|) e semi-eixo-y = 1/(2¢2), com ponto de
encontro dos semi-eixos da elipse (centro da elipse) igual a (0,1/(2¢2)). Quando € — 0, pela primeira
equacao, obtemos a parabola y = 22 enquanto os semi-eixos e o centro vao para o infinito.

Exercicio 34: De forma anéloga analisamos a transformagao hipérbole — parabola. Mostre
que a equacio y = €2y? — 22 pode ser reescrita como:

() ) -
1/(2€%) 1/(2lel) '
9.3 Hipérbole — duas retas transversais: Quando os dois focos se transformam em um

dinico ponto.

2

Exercicio 35: Repita a analise feita para o item (2) para a equacdo 22 —3? = €2, quando € — 0.

9.4 Elipse — duas retas paralelas: Quando os dois focos vao para o infinito. Considere
2?2+ e2y? =1 =22+ (y/(1/¢))?. Esta equacio representa uma elipse de semi-eixo-x = 1 e semi-eixo-y
= 1/¢, com ponto de encontro dos semi-eixos da elipse (centro da elipse) igual a (0,0).

Quando € — 0, obtemos a equacio 2 = 1, que representa duas retas paralelas: x =1 e x = —1.

9.5 Circulo — ponto: Quando o raio vai para zero.

9.6 Parabola — uma reta: Quando o foco converge para a reta 7.

Exercicio 36: Para cada uma das transformagoes anteriores, como observé-la através de inter-
seccao de um cone por um plano 7

10 — PROPRIEDADES PROVADAS cOM GEOMETRIA

Podemos demonstrar propriedades das conicas através da geometria sintética. Alguns exemplos
sao a soma das distancias para os focos ([Fi| p. 382) e propriedades da tangente & elipse ([Fi| p.
384). Estes resultados podem ser demonstrados com geometria analitica e, no caso da tangente, com
calculo. Para ilustrar isto demonstraremos o teorema a seguir:
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Teorema: Uma tangente a elipse por um ponto P forma angulos iguais com os raios ligando P
a cada um dos focos.
Prova: Considere uma elipse com focos F' e F”.
Considere uma secante qualquer M M.
Baixemos a perpendicular F'C' de um dos focos e tracemos CFy, = CF.
Tracemos F'F| determinando D € M M.
Ligue Da FeMakF e F.
5. Afirmo que os dngulos FDM e F'DM’ sdao congruentes. Isto é verdade pois os angulos F' DM’
e CDF}; sdo congruentes (opostos pelo vértice) e como os tridngulos CDF; e CDF sao semelhantes
por LAL (CF = CFy, CD lado comum e DCF; = DCF pois sao angulos retos), os angulos CDF e
CDFy sao congruentes. Como os angulos CDF e FDM sao idénticos, chegamos ao resultado.
6. Quando M — M’, a secante vai convergir para uma tangente. Os angulos FDM e F' DM’ véao
convergir para os angulos entre os raios ligando P a cada um dos focos e a tangente. Como os angulos
sao congruentes para uma secante qualquer, eles serdo congruos no limite também.

W=

hipotese! Ver referéncia ou descobrir diretamente qual o problema com esta demonstragao.
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