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a � UFRJ1 � IntroduçãoA história das 
�ni
as se ini
ia na Gré
ia antiga. Menae
hmus (350 A.C.) foi um dos pioneirosno estudo das 
�ni
as, estudando-as sob o ponto de vista da interse
ção de 
one e plano utilizando aex
entri
idade. Eu
lides (300 A.C.) es
reveu um livro sobre as seções 
�ni
as que se perdeu. Apol�nio(225 A.C.) es
reveu sete livros sobre as 
�ni
as, 
om os primeiro quatro livros baseados no de Eu
lides.Apol�nio 
riou os nomes elipse, parábola e hipérbole (ver [Bu℄ p. 197�198 e [Bo℄).Kepler (1604) des
obriu pela análise de observações astron�mi
as e Newton (1670) provou ma-temati
amente baseado na lei da gravitação universal, que os planetas se movem em elipses. AGeometria antiga (aparentemente �inútil�) dos gregos se tornou a base da astronomia moderna (ver[Cx℄).O estudo moderno de 
�ni
as forne
e um belo exemplo de 
omo mudanças de 
oordenadas podemsimpli�
ar o tratamento de problemas. Mostra também 
omo o mesmo problema pode ser abordadode formas distintas. 2 � Três DefiniçõesPodemos de�nir as 
�ni
as de três modos distintos: por Geometria Espa
ial, Plana e Analíti
a.2.1. Seções de um 
one por um plano (Geometria Espa
ial)ELIPSE: plano 
orta somente um dos ramos do 
one e não é paralelo à geratriz (forma uma �gura�nita).HIPÉRBOLE: plano 
orta os dois ramos do 
one; a parte de �baixo� e de �
ima� (forma uma �gurain�nita).PARÁBOLA: plano 
orta somente um dos ramos do 
one e é paralelo à geratriz (forma uma �gurain�nita).

Figura 1: Seções do Cone: Cír
ulo, Elipse, Parábola e Hipérbole [MAO℄Exer
í
io 1: Utilizando a de�nição a
ima, 
omo obter as 
�ni
as degeneradas (observe aFigura 1):(a) Um ponto; (b) Duas retas; (
) Uma reta;(d) Conjunto vazio; Di
a: 
onsidere um 
one degenerado em reta.(e) Todo o plano; Di
a: 
onsidere um 
one degenerado em plano.2.2. Lugar geométri
o (Geometria Plana)ELIPSE: Lugar geométri
o dos pontos do plano 
uja soma das distân
ias até dois pontos F1 e F2 é1




onstante.HIPÉRBOLE: Lugar geométri
o dos pontos do plano 
uja diferença, em valor absoluto, das distân
iasaté dois pontos F1 e F2 é 
onstante.PARÁBOLA: Lugar geométri
o dos pontos do plano 
uja distân
ia até um ponto F é igual a distân
iaaté uma reta r.Seja Π um plano, d(P,Q) a distân
ia entre os pontos P,Q ∈ Π e d(P, r) a distân
ia entre o ponto
P e a reta r. Com esta notação:ELIPSE = {P ∈ Π; d(P,F1) + d(P,F2) = C}HIPÉRBOLE = {P ∈ Π; |d(P,F1)− d(P,F2)| = C}PARÁBOLA = {P ∈ Π; d(P,F ) = d(P, r)}Exer
í
io 2: Utilizando a de�nição a
ima, 
omo obter as 
�ni
as degeneradas:(a) Conjunto vazio. (b) Um ponto. Di
a: Elipse.(
) Uma reta. Di
a: Parábola. (d) Todo o plano. Di
a: hipérbole.2.3. Soluções de equação polinomial do segundo grau (Geometria Analíti
a)CÔNICA = {(x, y) ∈ R

2 tais que ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0}.A 
lassi�
ação das soluções deste polin�mio do segundo grau em x e y é feita em dois estágios:eliminação de bxy (por rotação) e dos termos lineares (por translação).Exer
í
io 3: Considere a(x2 + y2) + dx+ ey + f = 0 
om a 6= 0.(a) Prove que representa uma 
ir
unferên
ia se, e somente se, d2 + e2 > 4af .(b) Determine 
entro e raio. R: 
entro C(−d/(2a),−e/(2a)) e raio r =
√

d2 + e2 − 4af/2|a|.2.3.1 Eliminação de bxy. Fazemos isto rodando o sistema de 
oordenadas por um ângulo θes
olhido adequadamente. Para isto introduzimos novas variáveis (x̃, ỹ), de�nidas por:
{

x̃ = x cos θ + y sen θ,
ỹ = −x sen θ + y cos θ,

ou, matri
ialmente, [
x̃
ỹ

]
=

[
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

] [
x
y

]
.Como (uma matriz é a inversa da outra � veri�que!)

[
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

] [
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
=

[
1 0
0 1

]
,multipli
ando pela inversa dos dois lados temos que

[
x
y

]
=

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

] [
x̃
ỹ

]
.Agora substituímos x = cos θ x̃− sen θ ỹ, y = sen θ x̃+cos θ ỹ na equação ax2+ bxy+ y2 e podemoszerar o termo em x̃ỹ se (exer
í
io) tomarmos θ tal que tan(2θ) = b/(a − c). Após esta mudança de
oordenadas a equação se transformará em:

Ax̃2 + Cỹ2 + d1x̃+ e1ỹ + f1 = 0.Note que se A ou C for zero obtemos a equação de uma parábola.Exer
í
io 4:(a) Prove que a matriz a
ima representa uma rotação;(b) Faça a tro
a de variáveis a
ima e prove que o termo misto x̃ỹ desapare
e se tan(2θ) = b/(a− c);(
) Se a = c teríamos que ter tan(2θ) = ±∞. Isto será verdade se 2θ = 90o e portanto θ = 45o.Isto pode ser veri�
ado diretamente. Mude 
oordenadas de ax2 + bxy + ay2 (a = c!) tomando
x =

√
2/2(x̃ − ỹ), y =

√
2/2(x̃+ ỹ) e mostre que o termo misto x̃ỹ desapare
e.(d) Observe que o ângulo de rotação não é úni
o pois pedimos apenas que tan(2θ) = C. Quantosângulos distintos podem ser utilizados? Qual a relação entre esses ângulos? Pense algebri
amente (emtermos de kπ + · · ·) e geometri
amente (
ír
ulo trigonométri
o). Como isto afetará a transformaçãoa
ima?(e) Prove que 4ac− b2 = 4AC. 2



Exer
í
io 5: Como obter os 
oe�
ientes da matriz de rotação?(a) De�na k = b/(a− c). Prove que (cos(2θ))2 = 1/(k2 + 1);(b) Agora temos que �xar um (dos 4 valores possíveis) para θ. Restringindo 2θ ao primeiro (se k > 0)e quarto quadrante (se k < 0), vamos ter que −π/4 < θ ≤ π/4. Nos dois 
asos podemos �xar cos > 0e somente variar o sinal de seno. Nestas 
ondições prove que
cos(2θ) = 1/

√
k2 + 1 
om k = b/(a− c).Assim �xe

m = cos(2θ) =
1√

k2 + 1
=

|a− c|√
b2 + (a− c)2

.Se k > 0 prove que
sen(θ) =

√
1−m

2
e cos(θ) =

√
1 +m

2
.Se k < 0 prove que

sen(θ) = −
√

1−m

2
e cos(θ) =

√
1 +m

2
.Exer
í
io 6: Suponha que b2 − 4ac = 0.(a) Mostre que a e c possuem o mesmo sinal (ambos positivos ou ambos negativos).(b) Vamos assumir daqui em diante que a e c são positivos, pois 
aso 
ontrário basta multipli
ar aequação por −1. Mostre que se k > 0 (ou seja, se b > 0), sen θ =

√
c/(a + c) e cos θ =

√
a/(a+ c) ese k < 0 (ou seja, se b < 0), sen θ = −

√
c/(a+ c) e cos θ =

√
a/(a + c).(
) Prove que os termos do segundo grau ax2 + bxy + cy2 formam um quadrado perfeito.(d) Utilize o item (b) diretamente (sem utilizar o item (a)) e introduza novas variáveis x̃ e ỹ tais quea equação se transforme em Ax̃2 +Dx̃+ Eỹ + F = 0. Di
a: x̃ = (

√
ax+

√
cy)/

√
a+ c (se b > 0)ou x̃ = (−√

ax+
√
cy)/

√
a+ c (se b < 0).(e) Dis
uta as possibilidades quando d = e = 0. R: Continua uma parábola.(f) Dis
uta as possibilidades quando D = E = 0. R: Dependendo do sinal de F , vazio, duas retasparalelas ou uma reta passando na origem.2.3.2 Eliminação de d1x̃ e e1ỹ. Complete o quadrado e obtenha uma equação da forma:

A(x̃− x0)
2 + C(ỹ − y0)

2 = F ou A(x̃− x0)
2 + e1ỹ = F ou d1x̃+ C(ỹ − y0)

2 = F.Transladamos os eixos introduzindo as variáveis X = x̃ − x0 e Y = ỹ − y0, sendo que no 
aso deparábola tomamos X = x̃ ou Y = ỹ. Obtemos
AX2 + CY 2 = F ou AX2 + e1Y = F ou d1X + CY 2 = Fque pode ser 
lassi�
ada, desprezando os 
asos degenerados (reta(s), ponto, vazio) pelos sinais de Ae C:ELIPSE (A · C > 0) sinais iguais, ambos positivos ou ambos negativos;HIPÉRBOLE (A · C < 0) sinais distintos, um positivo e outro negativo;PARÁBOLA (A · C = 0) um dos sinais igual a zero.Observação: Pelo sinal do 
hamado dis
riminante b2 − 4ac, que é igual a −4AC por exer
í
ioanterior, podemos 
lassi�
ar a 
�ni
a sem ne
essidade de rodar os eixos expli
itamente.Mais adiante provaremos que y = ax2 + c é uma parábola, (x/a)2 + (y/b)2 = 1 é uma elipse e

(x/a)2 − (y/b)2 = 1 é um hipérbole. Estas equações são 
hamadas de formas 
an�ni
as (padrão) das
�ni
as.Exer
í
io 7: Es
reva, utilizando as formas 
an�ni
as, equações para as 
�ni
as degeneradas:(a) Conjunto vazio; (b) Um ponto; (
) Uma reta; (d) Todo o plano;(e) Um par de retas paralelas; (f) Um par de retas 
on
orrentes.Exer
í
io 8: Prove que o grá�
o de grandezas inversamente propor
ionais é uma hipérbole.Exer
í
io 9: Troque variáveis e 
lassi�que as 
�ni
as abaixo: Usando o maxima pode-se tro
arvariáveis adaptando os 
omandos abaixo: 3



kill(all);senn: sqrt(2)/2;
oss: sqrt(1-senn^2);x: 
oss*X - senn*Y;y: senn*X + 
oss*Y;expand(5*x^2 - 6*x*y + 5*y^2 - 1);(a) y2 + 2x y − 2y + x2 + 2x = 0. R: A parábola X2 =
√
2Y .(b) 3 y2 + 2x y + 3x2 + 2 = 0. R: O 
onjunto vazio 2X2 + Y 2 + 1 = 0.(
) 5 y2 − 6x y + 5x2 − 1 = 0. R: A elipse 8Y 2 + 2X2 = 1.(d) 2x y + 4x√

2
= 0. R: Duas retas (X + 1)2 = (Y + 1)2 (retas X = Y e X = −Y − 2).(e) 2x y + 2 y + 2x+ 1 = 0. R: A hipérbole (X +

√
2)2 − Y 2 = 1.(f) 7 y2 − 48x y − 7x2 = 0. R: Duas retas Y 2 = X2 (retas Y = ±X) (sen θ = 3/5).(g) 8 y2 − 4x y + 5x2 = 1. R: A elipse 4X2 + 9Y 2 = 1 (sen θ =

√
5/5).(g) 3 y2 + 2

√
3x y + 6 y + 5x2 + 6

√
3x+ 4 = 0. R: A elipse 3(X + 1)2 + Y 2 = 1 (sen θ = 1/2).(h) −9 y2 − 24x y + 4 y − 16x2 = 3x. R: A parábola Y = 5X2 (sen θ = 3/5).(i) 5 y2 − 14 y + 5x2 − 2x+ 5 = 0. R: A elipse (X − 1)2 + (Y − 1)2 = 1 (sen θ = 3/5).Exer
í
io 10: Vamos determinar sob que 
ondições o polin�mio P (x, y) = ax2 + bxy + cy2 ésempre positivo, ou seja, quando P (x, y) > 0 para todo x, y ∈ R\{0}. Dizemos neste 
aso que P (x, y)é uma forma quadráti
a positivo de�nida.(a) Elimine bxy e mostre que ela é positivo de�nida se b2 − 4ac < 0 e a > 0 (ou c > 0).(b) Determine 
ondições para que ela seja inde�nida, i.e., nem positiva nem negativa.(
) Faça os itens anteriores da seguinte forma. Fatore P (x, y) = x2(a + b(y/x) + c(y/x)2). De�na

w = y/x, g(w) = a+ bw + cw2 e estude o sinal da função g.3 � Apli
ações Práti
asMuitas apli
ações são baseadas nas propriedades fo
ais das 
�ni
as (Figura 2):(a) Elipse e Hipérbole: um raio que passe por um fo
o, após re�exão prosseguirá numa reta que passapelo outro fo
o;(b) Parábola: um raio que passe pelo fo
o após re�exão será perpendi
ular à reta diretriz (e vi
e-versa).
Figura 2: Propriedades fo
ais da parábola, elipse e hipérbole [MAO℄Note que embora seja ne
essário o 
on
eito de limite para de�nir a re�exão de raios de luz emespelhos 
urvos, pode-se provar 
om Geometria Sintéti
a (vide Seção 10) estes resultados.3.1 Elipse: Galeria sussurrante no 
apitólio em Washington DC e na Catedral de São Pauloem Roma; tratamento de pedra nos rins (litotripsia): pedra num dos fo
os e ondas sonoras de altaintensidade. Luminária de dentista, que 
on
entra luz no dente e evita que ofusque o pa
iente.Trajetórias dos planetas e 
ometas em torno do sol; Utilizando geometria analíti
a veremos maisadiante porque surgem elipses no 
opo d'água e no bambolê da Figura 3.3.2 Parábola: Antena parabóli
a (vide Figura 5), farol dos 
arros, lanternas, rádio teles
ópio,es
uta se
reta. Trajetória de projéteis (Galileu demonstrou isto, vide Figura 4). Trajetória da água4



Figura 3: Apli
ações da Elipse (
opo e bambolê [Br℄; litotripsia [Fr℄; órbita [MAO℄)num bebedouro (Figura 4) e o salto de um gol�nho (Figura 4). Espelho parabóli
o (ver [Kl℄ p. 272para mexer luz no fo
o), transmissão de sinais (pode ser visto no parque da 
iên
ia da FundaçãoOsvaldo Cruz do Rio de Janeiro, para transmitir voz).
Figura 4: Apli
ações da Parábola [Br℄3.3 Hipérbole: Zona de es
uta do barulho emitido por um avião subs�ni
o, pois a interse
çãodo 
one de som 
om o solo forma uma hipérbole (vide Figura 5). Difusão da luz em luminárias deiluminação públi
a. Lentes do teles
ópio de Cassegrain (vide Figura 5). Luz de abajur na parede(vide Figura 5 e [Ca℄).

Figura 5: Apli
ações da Hipérbole 1 (avião e lápis de [Br℄; abajur [LAB℄; teles
ópio [MAO℄)Exer
í
io 11: Onde e porque surge uma hipérbole no lápis da Figura 5?Exer
í
io 12: Porque a sombra do abajur na parede (vide Figura 5) é uma hipérbole?Uma apli
ação militar é o LORAN � Long Range Navigation: Duas estações de rádio transmitemsimultaneamente sinais para um bar
o ou avião. Diferença de tempo lo
aliza ramo de parábola. Comuma ter
eira estação pode-se 
al
ular interseção das duas parábolas.Torre de refrigeração de usina de energia (termoelétri
as e nu
leares) ne
essita dissipar muito
alor e para isto deve ser 
onstruída 
om material forte. Partindo de um 
ilindro, 
ujas laterais sãoformadas por arames, rodando uma das bases, obtemos um hiperboloide de revolução (uma superfí
iequádri
a 
ujos 
orte formam hipérboles) 
ujas laterais são segmentos de retas que podem ser feitosde barra de aço, formando uma estrutura bastante resistente (vide Figura 6).5



Figura 6: Apli
ações da Hipérbole 2: torre de refrigeração [LAB℄4 � Formas Can�ni
as são C�ni
as4.1 Parábola: Porque y = aX2 + c é uma parábola (para a 6= 0) ?Se de�nirmos Y = y − c e p = 1/(4a) e substituirmos na equação a
ima obtemos
X2 = 4pY.Como (Y + p)2 − (Y − p)2 = 4pY , obtemos que X2 = 4pY = (Y + p)2 − (Y − p)2. Logo

X2 + (Y − p)2 = (Y + p)2.Denotando P = (X,Y ) e de�nindo o fo
o F = (0, p) e a reta diretriz r por Y = −p, esta equaçãoé equivalente a d(P, r) = d(P,F ). Note que nessas 
oordenadas o vérti
e é (X,Y ) = (0, 0). Nasapli
ações basta saber o fo
o, vérti
e e diretriz da equação simpli�
ada X2 = 4pY ou, de formaequivalente, Y = aX2 
om p = 1/(4a).4.2 Elipse: Porque (x/a)2 + (y/b)2 = 1 é uma elipse ?Assuma, sem perda de generalidade, que a > b e de�na c2 = a2 − b2. Multipli
ando a equação por
a2b2 obtemos b2x2+a2y2 = a2b2. Substituindo b2 = a2− c2 obtemos (a2− c2)x2+a2y2 = a2(a2− c2).Multipli
ando os termos e rearrumando obtemos a2x2 + a2c2 + a2y2 = c2x2 + a4. Somando 2a2cx emambos os lados podemos rees
rever 
omo (cx+ a2)2 = a2((x+ c)2 + y2). Tirando a raiz quadrada emambos os lados obtemos cx+a2 = a

√
(x+ c)2 + y2. Observe que 4cx = (x+c)2−(x−c)2. Portanto semultipli
armos ambos os lados por 4 e utilizarmos esta relação obtemos (x+c)2−4a

√
(x+ c)2 + y2+

4a2 = (x−c)2. Somando y2 em ambos os lados, (x+c)2+y2−4a
√

(x+ c)2 + y2+4a2 = (x−c)2+y2.Portanto 
hegamos a equação: (2a −
√

(x+ c)2 + y2)2 = (x− c)2 + y2. Tirando a raiz quadrada emambos os lados e rearrumando obtemos √
(x− c)2 + y2 +

√
(x+ c)2 + y2 = 2a. Se denotarmos osfo
os F1 = (c, 0), F2 = (−c, 0) e P = (x, y) esta equação é equivalente a d(P,F1) + d(P,F2) = 2a.Exer
í
io 13: Seguindo [Av℄, observe que provamos que se um ponto satisfaz a equação (x/a)2+

(y/b)2 = 1 então este ponto perten
e a elipse. Para mostrar a volta temos que tomar 
uidado pois
k = l impli
a que k2 = l2, mas a re
ípro
a não é verdadeira. Porém se k, l ≥ 0 então k = l éequivalente a k2 = l2. Prove utilizando a dedução a
ima que todo ponto da elipse satisfaz estaequação (a re
ípro
a).4.3 Hipérbole: Porque (x/a)2 − (y/b)2 = 1 é um hipérbole ?De�na c2 = a2 + b2. Substituindo e fazendo operações semelhantes ao da elipse obtemos a equação
|d(P,F1)− d(P,F2)| = 2a.Exer
í
io 14:(a) Prove que se a > b a lo
alização dos fo
os da elipse (x/a)2 + (y/b)2 = 1 será em (−c, 0), (c, 0)
om c2 = a2 − b2. Di
a: Assumindo que os fo
os estão no eixo-x, estude os pontos extremos daelipse, quando x = 0 e quando y = 0.(b) Prove que a lo
alização dos fo
os da hipérbole (x/a)2 − (y/b)2 = 1 será em (−c, 0), (c, 0) 
om
c2 = a2 + b2. Di
a: Veja di
a do item anterior. 6



(
) Na equação da hipérbole (x/a)2 − (y/b)2 = 1 es
reva y em função de x e determine as retas quese aproximam dela para x grande, as 
hamadas assíntotas. Di
a: para x grande, √x2 + a ≈ |x|.(d) Na equação da parábola y = ax2, sabendo que o fo
o está no eixo-y e que a reta diretriz é paralelaao eixo-x, determine diretamente (sem usar o que foi desenvolvido no texto) o fo
o e a reta diretrizem função de a.Exer
í
io 15: Para 
ada uma das 
�ni
as abaixo, determine o fo
o (ou fo
os), reta diretriz (sefor parábola) e assíntotas (se for hipérbole). Di
a: Transforme na equação padrão após translaçãoe/ou rotação de eixos.(a) 2x = y2 + 8y + 22. R: parábola, F (7/2,−4), x = 5/2.(b) 4x2 + y2 = 16. R: elipse, F (0,±2
√
3).(
) y2 − x2 = 4. R: hipérbole, F (0,±2
√
2), y = ±x.(d) x2 = 4y − 2y2. R: elipse, F (±1, 1).(e) 9x2 − 18x+ 4y2 = 27. R: elipse, F (1,±

√
5).(f) x2 + 4x+ 28 = 8y. R: parábola, F (−2, 5), y = 1.(g) y2 + 2y = 4x2 + 3. R: hipérbole, F (0,−1 ±

√
5), y + 1 = ±2x.(h) y2 + 2y + 12x+ 25 = 0. R: parábola, F (−5,−1), x = 1.(i) 2y2 − 3x2 − 4y + 12x+ 8 = 0. R: hipérbole, F (2±

√
15, 1), y = 1±

√
6/2(x − 2).Exer
í
io 16: En
ontre uma equação para a 
�ni
a que satisfaça as 
ondições abaixo:(a) parábola: vérti
e (0, 0); fo
o (0,−2). R: x2 = −8y.(b) parábola: fo
o (−4, 0); diretriz x = 2. R: y2 = −12(x+ 1).(
) elipse: fo
os (±2, 0); vérti
es (±5, 0). R: x2/25 + y2/21 = 1.(d) elipse: fo
os (0, 2) e (0, 6); vérti
es (0, 0) e (0, 8). R: x2/12 + (y − 4)2/16 = 1.(e) hipérbole: fo
os (0,±3); vérti
es (0,±1). R: y2 − x2/8 = 1.(f) hipérbole: fo
os (1, 3) e (7, 3); vérti
es (2, 3) e (6, 3). R: (x− 4)2/4− (y − 3)2/5 = 1.(g) hipérbole: vérti
es (±3, 0); assíntotas y = ±2x. R: x2/9− y2/36 = 1.Exer
í
io 17:(a) Veri�que que x(t) = a cos t e y(t) = b sen t é a equação paramétri
a de uma elipse.(b) Veri�que que x(t) = a cosh t e y(t) = b senh t é a equação paramétri
a da hipérbole (justi�
andoo nome das funções seno e 
osseno hiperbóli
o), onde cosh t = (et + e−t)/2 e senh t = (et − e−t)/25 � Interse
ção de Cone 
om Plano Gera C�ni
a5.1. Equação do ConeVamos deduzir a equação do 
one. Dado um 
one qualquer introduzimos o seguinte sistema de
oordenadas: O eixo-z será o eixo de simetria do 
one, a origem o vérti
e do 
one e o plano x-yperpendi
ular ao eixo-z.Cortando o 
one 
om um plano paralelo ao plano x-y obtemos um 
ír
ulo de raio r. Dado umponto (x, y) deste 
ír
ulo, pelo Teorema de Pitágoras o raio r =

√
x2 + y2 (veja Figura 7). Como a
oordenada z deste ponto é diretamente propor
ional a r pelo exer
í
io abaixo, temos que z = αr.Portanto z2 = α2r2 = α2(x2 + y2). Logo a equação do 
one é: z2 = α2(x2 + y2).Exer
í
io 18: Utilizando semelhança de triângulo prove que z = αr.Exer
í
io 19:(a) Como obter uma reta (
one degenerado) igual ao eixo-z? R: Quando α → ∞ temos que

r/z = 1/α → 0, o que impli
a r = 0. Logo x2 + y2 = 0 o que impli
a em x = 0 e y = 0.(b) Como obter o plano x-y (
one degenerado)? R: Quando α → 0 temos que z/r = α → 0, o queimpli
a z = 0, o plano x-y.(
) Para estes dois 
asos imagine geometri
amente um 
one se transformando em uma reta e depoisem um plano (num 
aso o 
one aumenta de tamanho e no outro diminui).7
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Figura 7: Dedução da Equação do ConeExer
í
io 20: Porque observamos uma elipse no bambolê da Figura 3? Di
a: Utilize a equaçãodo 
ír
ulo x2+ y2 = c2 e rode sistema de 
oordenadas 
om (x, y, z) = (X, cos θY +sen θZ,− sen θY +
cos θZ) e inter
epte 
om o plano Z = 0.Exer
í
io 21: Porque observamos uma elipse no 
opo d'água da Figura 3? Di
a: Utilizeequação do 
ilindro x2 + y2 = c2 e exer
í
io anterior.5.2. Gerando 
ír
ulo, elipse, hipérbole, parábolaPara esta parte 
onsidere α = 1, de modo que a equação do 
one aqui será: z2 = x2+y2. Observenovamente a Figura 1 para ver os planos 
ortando o 
one.CÍRCULO: 
onsidere o plano z = β. Logo obtemos x2+ y2 = β2, a equação do 
ír
ulo de raio |β|.HIPÉRBOLE: 
onsidere o plano x = β. Logo obtemos (z/β)2 − (y/β)2 = 1, a equação de umahipérbole.PARÁBOLA: 
onsidere o plano x − z = β. Logo obtemos z = −(y2/(2β) + β/2), a equação deuma parábola.ELIPSE: 
onsidere o plano x = 2z + 1 (ou de forma mais geral x = γz + β 
om |β| < |γ|). Logoobtemos (

z + 2/3

1/3

)2

+

(
y

1/
√
3

)2

= 1a equação de uma elipse.Exer
í
io 22: O que a
onte
e 
om o 
aso geral, quando o plano é x = γz + β ?Observação: O fato que interse
ção de 
one 
om plano gera 
�ni
a é um 
aso parti
ular do fatoque a interse
ção de uma quádri
a (elipsoide, paraboloide hiperbóli
o, hiperboloide de uma folha,
ilindro, 
one, et
.) 
om plano gera 
�ni
a. A demonstração é uma simples adaptação da que foi feitaa
ima.5.3. Cortando o 
one 
om um plano arbitrárioUm plano arbitrário é dado por ax+ by + cz + d = 0. Sem perda de generalidade assumimos que
a = 1 (porque ?) e tro
amos os sinais: x− by − cz − d = 0. Logo x = by + cz + d. Substituindo naequação do 
one obtemos:

α2(1 + b2)y2 + 2bcα2yz + (α2c2 − 1)z2 + 2α2d(by + cz) + α2d2 = 0.Esta é uma equação quadráti
a em yz (polin�mio do segundo grau), que é a equação geral das 
�ni
as.Portanto a interse
ção de um plano e um 
one gera uma 
�ni
a.6 � Ex
entri
idade e uma Definição Geométri
a Unifi
adaPodemos de�nir através da Geometria sintéti
a, de forma uni�
ada, todas as 
�ni
as.CÔNICA: Lugar geométri
o dos pontos do plano 
uja razão entre a distân
ia até um ponto F e adistân
ia até uma reta r é igual a uma 
onstante.8



Se denotarmos esta 
onstante por e (
hamada de ex
entri
idade), podemos rede�nir:CÔNICA = {P ∈ Π; d(P,F ) = e · d(P, r)}Se introduzirmos um sistema de 
oordenadas tal que a reta r vire o eixo y e F = (p, 0), a equaçãoa
ima se transforma em √
(x− p)2 + y2 = e

√
x2. Elevando ao quadrado ambos os lados obtemos

(1− e2)x2 − 2px+ y2 + p2 = 0.Para e = 1 obtemos uma parábola. Para e 6= 1, 
ompletando o quadrado, obtemos (veri�que !):
(x− p

1−e2
)2

p2e2/(1− e2)2
+

y2

p2e2/(1− e2)
= 1.Como o sinal do termo em y depende do sinal de 1− e2, 
on
luímos que se e < 1 temos uma elipse ese e > 1 uma hipérbole.

Figura 8: Ex
entri
idade: elipse (e = 1/2), parábola (e = 1) e hipérbole (e = 2) [Wi℄Exer
í
io 23:(a) Prove que F = (p, 0) é um dos fo
os da 
�ni
a (elipse ou hipérbole);(a) Prove que e = c/a.Exer
í
io 24: Como podemos obter um 
ír
ulo na de�nição a
ima?Exer
í
io 25: Note que três de�nições utilizam a Geometria Sintéti
a e que a outra utilizaGeometria Analíti
a.(a) Quais são as vantagens e desvantagens?(b) Qual a mais elegante?(
) Questão �losó�
a: �Qual o melhor método: Geometria analíti
a ou Geometria Sintéti
a ?� (ver[Ba℄)(d) São todas equivalentes entre si?7 � Desenhando (Esboçando) C�ni
as 
om Régua e Compasso7.1 Elipse: ([Fi℄ p. 380)1. Traçar segmento AB e mar
ar os dois fo
os F1 e F2 tais que F1F2 < AB.2. Dividir segmento AB em intervalos 
om pontos Pi ∈ AB.3. Para 
ada ponto Pi, traçar um 
ír
ulo de raio APi 
entrado em F1 e um 
ír
ulo de raio PiB
entrado em F2. Os pontos de interse
ção destes 
ír
ulos, se existirem, fazem parte da elipse.Exer
í
io 26:(a) Porque este pontos fazem parte da elipse ? 9



(b) Para quais pontos Pi mar
ados a interse
ção dos 
ír
ulos 
orrespondente será vazia ?R: APi < (AB − F1F2)/2 e BPi < (AB − F1F2)/2.7.2 Hipérbole: ([Fi℄ p. 397)1. Traçar segmento AB e mar
ar os dois fo
os F1 e F2 tais que F1F2 > AB.2. Mar
ar pontos Pi fora do segmento AB, na semirreta −→
AB.3. Para 
ada ponto Pi, traçar um 
ír
ulo de raio APi 
entrado em F1 e um 
ír
ulo de raio BPi
entrado em F2. Os pontos de interse
ção destes 
ír
ulos, se existirem, fazem parte da hipérbole.Exer
í
io 27:(a) Porque este pontos fazem parte da hipérbole ?(b) Para quais pontos Pi mar
ados a interse
ção dos 
ír
ulos 
orrespondente será vazia ?R: APi < (F1F2 −AB)/2 e BPi < (F1F2 −AB)/2.7.3 Parábola: ([Fi℄ p. 408)1. Mar
ar fo
o F e reta diretriz r.2. Traçar uma perpendi
ular a reta r passando por F , o eixo da parábola. Mar
ar A, o ponto deinterse
ção do eixo da parábola 
om r.3. Mar
ar pontos Pi no eixo da parábola na semirreta −→

AF .4. Para 
ada ponto Pi, traçar uma paralela a r passando por Pi e um 
ír
ulo de raio APi 
entradoem F . Os pontos de interse
ção da reta e do 
ír
ulo, se existirem, fazem parte da parábola.Exer
í
io 28:(a) Porque este pontos fazem parte da parábola ?(b) Para quais pontos Pi mar
ados a interse
ção será vazia ? R: APi < (AF )/2.Exer
í
io 29: Esbo
e 
ada uma das 
�ni
as num papel seguindo o pro
edimento des
rito a
ima.8 � Desenhado (Esboçando) C�ni
as 
om DobradurasNas 
onstruções a seguir 
ada dobra gera uma reta. As 
�ni
as são esboçadas 
omo o �envelope�deste 
onjunto de retas obtidas a partir de 
ada dobra. Cada reta é tangente à 
�ni
a.8.1 Parábola:1. Traçar reta diretriz r.2. Mar
ar pontos Pi equiespaçados em r e numerá-los.3. Na frente e verso do papel mar
ar o fo
o F .4. Dobrar o papel fazendo 
oin
idir F 
om os pontos Pi.8.2 Elipse:1. Traçar uma 
ir
unferên
ia C.2. Mar
ar pontos Pi equiespaçados em C e numerá-los.3. Na frente e verso do papel mar
ar um ponto F dentro de C.4. Dobrar o papel fazendo 
oin
idir F 
om os pontos Pi.8.3 Hipérbole:1. Traçar uma 
ir
unferên
ia C.2. Mar
ar pontos Pi equiespaçados em C e numerá-los.3. Na frente e verso do papel mar
ar um ponto F fora de C.4. Dobrar o papel fazendo 
oin
idir F 
om os pontos Pi.Na elipse e na hipérbole os fo
os são os pontos F e O, onde O é o 
entro da 
ir
unferên
ia C.O raio r da 
ir
unferên
ia C é a 
onstante da equação da elipse/hipérbole: |d(P,O) ± d(P,F )| = r.Observe que na parábola a 
ir
unferên
ia C se transforma na reta diretriz r, que pode ser pensado
omo um 
ír
ulo 
om raio r = ∞.Exer
í
io 30: Esbo
e 
ada uma das 
�ni
as num papel utilizando dobraduras seguindo opro
edimento des
rito a
ima.Exer
í
io 31:(a) Depois de esboçar uma elipse dobrando uma folha de papel, veri�que que pontos equiespaçados10



não são a melhor opção para se obter um bom esboço de elipse. Onde os pontos devem ser maisdensos para se obter um melhor esboço ?(b) O que o
orre na 
onstrução da elipse se F esta no 
entro da 
ir
unferên
ia?(
) O que obtemos se F perten
e à 
ir
unferên
ia?Exer
í
io 32: Prove que o lugar geométri
o dos pontos equidistantes a 
ir
unferên
ia e umponto F é:(a) Uma elipse se F perten
e ao interior da 
ir
unferên
ia;(b) Uma hipérbole se F perten
e ao exterior da 
ir
unferên
ia.Exer
í
io 33: Podemos esboçar uma elipse 
om barbante e al�nete. Prenda uma folha de papelnuma pla
a de isopor 
om durex. Prenda dois al�netes (os fo
os) na folha e amarre 
ada ponta deum barbante nos al�netes. Com um lápis estique o barbante e movimente o lápis 
om o barbantesempre esti
ado, mar
ando pontos na folha de papel. Prove que a 
urva mar
ada é uma elipse.9 � MetamorfosesAqui nesta seção queremos observar 
omo uma 
�ni
a pode se transformar em outra. Estas me-tamorfoses (transformações) podem ser vistas analiti
amente ou pensando na modi�
ação da posiçãorelativa entre o plano e 
one, 
om plano 
ortando o 
one.9.1 Elipse −→ Cír
ulo: Quando os dois fo
os se transformam em um úni
o ponto.9.2 Elipse −→ Parábola: Quando um fo
o vai para o in�nito (ver [Fi℄ p. 410). Considere
y = x2 + ǫ2y2. Esta equação pode ser rees
rita 
omo:

(
y − 1/(2ǫ2)

1/(2ǫ2)

)2

+

(
x

1/(2|ǫ|)

)2

= 1.Esta equação representa uma elipse de semi-eixo-x = 1/(2|ǫ|) e semi-eixo-y = 1/(2ǫ2), 
om ponto deen
ontro dos semi-eixos da elipse (
entro da elipse) igual a (0, 1/(2ǫ2)). Quando ǫ → 0, pela primeiraequação, obtemos a parábola y = x2 enquanto os semi-eixos e o 
entro vão para o in�nito.Exer
í
io 34: De forma análoga analisamos a transformação hipérbole −→ parábola. Mostreque a equação y = ǫ2y2 − x2 pode ser rees
rita 
omo:
(
y − 1/(2ǫ2)

1/(2ǫ2)

)2

−
(

x

1/(2|ǫ|)

)2

= 1.9.3 Hipérbole −→ duas retas transversais: Quando os dois fo
os se transformam em umúni
o ponto.Exer
í
io 35: Repita a análise feita para o item (2) para a equação x2−y2 = ǫ2, quando ǫ → 0.9.4 Elipse −→ duas retas paralelas: Quando os dois fo
os vão para o in�nito. Considere
x2+ ǫ2y2 = 1 = x2+(y/(1/ǫ))2. Esta equação representa uma elipse de semi-eixo-x = 1 e semi-eixo-y= 1/ǫ, 
om ponto de en
ontro dos semi-eixos da elipse (
entro da elipse) igual a (0, 0).Quando ǫ → 0, obtemos a equação x2 = 1, que representa duas retas paralelas: x = 1 e x = −1.9.5 Cír
ulo −→ ponto: Quando o raio vai para zero.9.6 Parábola −→ uma reta: Quando o fo
o 
onverge para a reta r.Exer
í
io 36: Para 
ada uma das transformações anteriores, 
omo observá-la através de inter-se
ção de um 
one por um plano ?10 � Propriedades Provadas 
om GeometriaPodemos demonstrar propriedades das 
�ni
as através da geometria sintéti
a. Alguns exemplossão a soma das distân
ias para os fo
os ([Fi℄ p. 382) e propriedades da tangente à elipse ([Fi℄ p.384). Estes resultados podem ser demonstrados 
om geometria analíti
a e, no 
aso da tangente, 
om
ál
ulo. Para ilustrar isto demonstraremos o teorema a seguir:11



Teorema: Uma tangente à elipse por um ponto P forma ângulos iguais 
om os raios ligando Pa 
ada um dos fo
os.Prova: Considere uma elipse 
om fo
os F e F ′.1. Considere uma se
ante qualquer MM ′.2. Baixemos a perpendi
ular FC de um dos fo
os e tra
emos CF1 = CF .3. Tra
emos F ′F1 determinando D ∈ MM ′.4. Ligue D a F e M a F e F1.5. A�rmo que os ângulos FDM e F ′DM ′ são 
ongruentes. Isto é verdade pois os ângulos F ′DM ′e CDF1 são 
ongruentes (opostos pelo vérti
e) e 
omo os triângulos CDF1 e CDF são semelhantespor LAL (CF = CF1, CD lado 
omum e DCF1 = DCF pois são ângulos retos), os ângulos CDF e
CDF1 são 
ongruentes. Como os ângulos CDF e FDM são idênti
os, 
hegamos ao resultado.6. Quando M → M ′, a se
ante vai 
onvergir para uma tangente. Os ângulos FDM e F ′DM ′ vão
onvergir para os ângulos entre os raios ligando P a 
ada um dos fo
os e a tangente. Como os ângulossão 
ongruentes para uma se
ante qualquer, eles serão 
�ngruos no limite também.Exer
í
io 37: Onde foi utilizada a hipótese que a 
urva é uma elipse ?!?!? N�O utilizamos estahipótese! Ver referên
ia ou des
obrir diretamente qual o problema 
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